ECONOMETRIA
TERZO PROBLEM SET

Soluzioni della prima parte

Esercizio 0 (extra: risolto durante ricevimento allargato)

a) Considerando un errore u; ~ iid N(0,02). Costruite un processo g; che
sia autoregressivo di ordine uno.

Un processo autoregressivo di ordine uno, AR(1), puo essere scritto:

E4= PEy_1 Uy

con | p|< 1, altrimenti il processo é esplosivo. Si noti che p é il coefficiente
di correlazione tra e; e €,—1 (dato che il processo ¢ stazionario).

b) Scrivete la formula della var(e;).

Partendo dal processo:

£4= pey_1tus= p(pes—2 +up—1) +up= .. Z Up—j
=0
var(e,) = var(ijm_j) :Z (pQ)j =02 Z /)2
Jj=0 Jj=0 Jj=

Oppure
var(e,) = var(pe,_,+us) = p2var(€t71) + O‘Z
Ponendo che var(e;) = var(ei—1)

var(e,) =T e

c) Scrivete cov(ey, e1—1) e cov(e,er—p)

Si noti che: cov(e,e—1) = E(e et—1) = E[(pet—1 +up) er—1] =
_pE(Et D)+ E(ueea) =p 17
cov(e,r2) = E(g,60-2) = [( -1+ Up) Er2) =

2

= B[(p(pes2 + 1) + w)ers] =p B} ,) = p* 12
In generale:

h
cov(e,er—p) = p =7

d) Scrivete la corr(es,e1—1).



cov(eter—p) h

Semplicemente: corr(es,er—p) = ToeoJoare) =p

Esercizio 1

a) Partendo da un errore bianco u; ~ iid N(0,02), costruite un processo &;
che sia autoregressivo di ordine due.

Un processo autoregressivo di ordine uno, AR(2) puo essere scritto:

€t= P1€t—1+pPaEt—2+Us

b) Scrivete la formula della var(e;).
Si noti che: var(e,) = var(pyes—1+poci—otus) =

— 2 2 2

— pvar(e,) + 20, prc0v(e, 18, s) + pluar(e,) + o

Per trovare la variaza € necessario calcolare la covarianza cov(ei—1,€4—2):
cov(g,_y1,€_9) = cov(pi€i—2+pr€r—stue—1,6_5)

ma si noti che — Et—2 = P1E€t—3 + Po€i—a + Uy
quindi: cov(ei_1,&i_2) = pyvar(e) + pypyvar(e) + pypivar(e) + ... =
=12-var(e,)

Inserendo questo risultato nella formula iniziale sulla varianza:
var(e,) = plvar(st) + 2p, po (T2 o var(e,)) + pgvar(st) + J,i
quindi: (1— % — 2p1p2(1 )~ Avar(e) = o
var(e,) = % /(1 = =20, po( £25) — p2)

¢) Scrivete cov(st,et_l) e cov(ey e s).

Partendo da: € = pier—1 + paci—2 + Ut

moltiplicando per ¢; e prendendo il valore atteso:

E(E?) = p1E(5t_15t) + ng(gt_QEt) + E(ut5t)

E(sf) = p1E(e,_161) + pyB(ey_see) + E(uger)

Oo= p101+py0a+0?

moltiplicando per €,_1 e prendendo il valore atteso:
E(eiee-1) = p1E(e,_q66—1) + poE(e,_oget—1) + E(u,e4-1)

E(utst_l) =0
01= p16o+pa01
01=72-06

P2

moltiplicando per €,_o e prendendo il valore atteso:
E(e,e0—2) = p1E(e,_16t—2) + poyE(e,_oset—2) + E(u,e4—2)
E(utEt_z) =0

Oo= /?1291+P290

0= 151,32 Bo+p200




)+

0o = p1 (72 )+ po(2

2
(1 - p1(1p1p2) - P2(1p1p2 +p3))0y=0°
(1—92—01 papT— p2+p2)9 = g2

1=p,
D 5 1 —py 2:01_P2P1_P2+P2
( I—p, )0y=0
0o = *220° (varianza)
__p1 1=py 2
91_ 1_1 > 2
0, = %02 (covarianza prima ordine)
Or=15
(7+P2)
1-py 2
— (£ 4py) 20
0y = (%ﬁl_%))az (covarianza seconda ordine)

Possiamo fermarci qui perché questo é gia sufficiente per calcolare la matrice

di varianza-covarianza con T = 3.
d) Scrivete la corr(et,e1-1).

Semplicemente: corr(es, er—r) = Z—’;
)
corr(ee, ee-1) = gt

e) Scrivete la matrice varianza-covarianza di e; supponendo che T' = 3.

Nel caso in cut T =3

var(e1)  cov(er,ea) cov(er,es) 0y 01 09
var(e,) = | cov(ez,e1) wvar(e2)  cov(ez,e3) | = 61 6o 6y
cov(es,e1) cov(es,ea)  wvar(es) 0y 61 0Oy

Questo ci fa vedere come implementare uno stimatore GLS assumendo un
errore autoregressivo di ordine 2 in un campione con 3 0SServaziond.

Esercizio 2

Considerate il processo:

yr = Bo + B1xt + &4

dove &; & un processo AR(1):



e = pet_1 + uy con uy ~ itdN (0, Ji).
dovep = 1

a) Scrivete la var(e;).

Ricordatevi che nel modelo AR(1), la assunzione p < 1 ¢ cruciale per garan-
tire che [’autocorrelazione del processo tenda a zero con il passere del tempo.
Quindi, in questo caso ci troviamo di fronte a un processo non-stazionario.
Quando p = 1, Uautocorrelazione del processo (detto anche random walk) cresce
col tempo. Inoltre, si puo notare che non importa quanto ci si allontana nel
futuro, la migliore previsione per ;4 rimane ey.

Se p = 1 la varianza cambia con t. La varianza é una funzione crescente
del tempo (t).

t
gr =61 tur= (o t+urq)tu=...=0+ Zuj dove 0 = gg
j=1

¢

var(ey) = var(z uj) = to?
j=1

lim var(e;) = oo

T—o0

b) Scrivete la cov(eter—1).

Si noti che: cov(eiei—1) = E(eiei-1) = El(er—1 +w)er—1] = E(e?_) =
(t—1)o?

Nel caso generale:

cov(ees_p) = Eerer—pn) = El(er—1 +ug) ep—p] = ... = (t — h)o?

¢) Scrivete la corr(et, er—1).

Dai risultati precedenti, si vede che:

cov(erer_p) (t—h)o? t—h
corr(eg, e4—p) = = =
Encen) = e Vhare) — AVETR VA
Nel caso h = 1: corr(et,et-1) = \t/gl
Si vede anche che: corr(es,eryn) = cov(eierin) — /i

B \/var(st)\/var(st+h,) Vt+h
Quindi, si noti che in questo caso, al crescere di t, quando h tende all’infinito,
lautocorrelazione tende a zero ma pit lentamente di un processo autoregressivo
stazionario.

Esercizio 3

Supponiamo di avere il seguente modello:

yr =Py +B,Ce+e t=1,..,T



dove e; = pey_1 + ug con uy ~ did N(0,02).

a) Proponete una trasformazione con ¢ = 2 in modo tale che l'errore non sia
serialmente correlato. Come viene chiamata tale
trasformazione?

i) Consideriamo il modello relativo al periodo t — 1 e moltiplicando per p

pYi—1= Bop + B1pCy_1+pes_q

i1) sottraiamo yy — pyi—1

(¥ — pye—1) = By (1 — p) +51 (Ct — pCi—1) + (¢ — pet—1)

Quindi possiamo riscrivere il modello nel sequente modo:

Y= BoT1e+B1 T2+ ue

Questa trasformazione viene chiamata di Cochrane-Orcutt (transformazione
dei dati in quasi-differenze).

Questo modello non ¢ proprio identico a GLS (o FGLS), perché abbiamo
perso la prima osservazione. Ma é comunque asintoticamente equivalente.

b) Quale tipo di trasformazione considera anche la prima osservazione?
Mostrate come modifichereste la trasformazione precedente.

Tale trasformazione si chiama di Prais- Winsten.

Partiamo dal modello:

y1= Bo+B; Cr+e1

Moltiplico per /1 — p?
Dove:

(V) e (V) 8164 (V) 0 (V7 7)

<\/172) Y=y

<\/172) =1

i ( 1 - P2> =Ta1

€ ( 1-— p2) U1

Ee, (\/1—72” —p*E(e)) =0

var (e (M) )= (1= p?) var(e;) = (1 - p?) 1"12; =

Quindi, possiamo usare §; = 110 + B1Z21 + u1in una regressione OLS.




Asintoticamente non c’e differenza se si esclude la prima osservazione. Ma,
visto che la maggiore parte dei campioni non sono grandi, includere la prima
osservazione puo essere importante.

Esercizio 4

a) Scrivete la statistica del test di Durbin-Watson e spiegate il test. Nel caso
di un campione di 50 osservazioni e con 2 regressori oltre alla costante, come
potete commentare il valore del test di Durbin-Watson ndei seguenti casi:

DW=1.20

DW=1.40

DW=1.60

DW=1.70

Usate la tabella qui sotto riportata coi valori critici di dL e AU per il test di
Durbin-Watson. (Ipotizziamo come ipotesi alternativa la correlazione positiva).

Fowariables, excluding the intercept

Observations 1 2 8 4 5
N Prob DL DU DL DU DL DU DL DU JBL DU
15 005 108 136 0895 154 082 175 069 187 056 221
001 081 107 07 125 0539 146| 049 170] 039 1896
20 005 120 171 110 154 100 168 080 183 079 199
001 085 115 086 127 077 141 0B8 157 OBO 174
25 005 129 145 121 155 112 166 104 177 0895 189
001 105 121 088 130 080 141 083 152] 075 1865
30 005 135 149 128 157 121 1865 114 174 107 183
001 113 126 107 134 101 142] 084 151 088 161
40 005 144 154 139 160 124 166 139 172] 123 179
001] 125 1234 120 140 115 146] 110 152 105 158
0 005 150 159 146 163 142 167 138 172 134 177
001] 132 140 1258 145 124 149 120 154 116 159
B0 005 155 162 151 1685 148 169 144 173 141 177
001] 138 145 135 148] 1322 152 128 156] 125 160
80 005 181 166 159 168 155 172 153 174 151 177
001 147 152 144 154 142 157 139 160] 136 162
100 005 1685 169 163 1721 161 174, 159 176 157 178
001 152 156 150 158 148 160 146 163] 144 165

Partendo dal modello:

Yy = l’;ﬂ + &t
€ = pet—1+ Ut
| pl<l

ug ~ “dN(0,0%).

Nel caso in cui p=0,; = uy



dove Hy : p=10
con ipotesi alternativa:

Hi:p#0
H12 14 > 0
H12 P <0
La statistica test utilizzata é:
T
> @ —E)?
4 =1=2

T ~
>
t=1
dove &; ¢ il residuo della regressione OLS sul modello:

Y= f;ﬂ +&

d~ 2(1-p)
Se

p =0 allora d ~ 2 assenza di correlazione
p =1 allora d ~ 0 correlazione positiva

~

p = —1 allora d ~ 4 correlazione negativo

In questo caso con 2 variabili oltre alal costante e 50 osservazioni, abbiamo
1 sequenti valori critici:

al 5% di significativita, 1.46<d<1.63

all’1% di significativita 1.28<d<1.45

Quindi:

DW=1.20: al 5% ed all’1%, rifiutiamo lipotesi nulla, abbiamo correlazione
positiva

DW=1.40 al 5% rifiutiamo l'ipotesi nulla, ma non all’1% ed in questo caso
ricadiamo nella regione di incertezza

DW=1.60 all’1% possiamo dire che c’¢ assenza di correlazione, ma nel caso
del 5% ricadiamo nella regione di incertezza

DW=1.70 al 5% ed all’1%, non rifiutiamo l'ipotesi nulla, non c’é corre-
lazione

b) Ipotizziamo un modello

Y= 50+B1-Tt+5t

dove

€t= P1E4—1+Poct_o+P3E1_3+ Uy



Che tipo di processo é €,7 Che test ossiamo usare per verificare il problema
di autocorrelazione?

In questo caso il processo ¢ ¢ un processo autoregressivo con 3 ritardi (AR(3)).

In questo caso possiamo usare come test per verificare il problema di auto-
correlazione, il test di Breusch-Godfrey, dove Hy : p = 0,con ipotesi alternativa
H1 P 75 0.

In questo test, vi diversi passaggi:

1) viene svolta una regressione OLS su y = By + B2t + €+ € si ottengono
Bos By € &

2) wviene svolta la regressione OLS € = [y + 812t + a1€¢—1 + e€i_o +
Q3Es—3 + Uy

3) viene svolto un TEST di SIGNIFICATIVITA’ CONGIUNTA F sugli «,
oppure :

_9)zRE A 42
(T = ks, 23 (3)

T-3=numero di osservazioni, dato che abbiamo 3 ritard:

Esercizio 5

a) Consideriamo la seguente regressione, dove le vendite mensili di giocattoli
di un dato paese (y) sono regredite sul consumo (c).

Nel seguente output, sono presenti anche due test sui residui della regres-
sione. Commentate.

regy c
Sour ce | SS df M Number of obs = 524
------------- e e F( 1, 522) = 52.88
Mbdel | 13.8769739 1 13.8769739 Prob > F = 0.0000
Residual | 136.988471 522 .262430021 R-squar ed = 0.0920
————————————— T R Adj R-squared = 0.0902
Total | 150.865445 523 .288461654 Root MSE = .51228
y | Coef . Std. Err. t P> t] [95% Conf. Interval]
_____________ e e e e e e e e
c | . 4882883 . 0671484 7.27 0. 000 . 356374 . 6202027
_cons | . 0040183 . 022384 0.18 0.858 -. 0399555 . 0479921

estat dwatson

Dur bi n-Wat son d-statistic( 2, 524) = 1.702273

estat bgodfrey

Breusch- Godfrey LMtest for autocorrelation

HO: no serial correlation



1l primo test, Durbin- Watson, assume un valore pari a 1.70. In questo caso
dobbiamo consultare la tabella coi valori critici, cosniderando 524 come numero
delle osservazioni e con 1 il numero dei regressori oltre alla costante. Quindi
non possiamo rispondere in merito a tale test. Quindi, possiamo considerare il
test di Bruesch-Godaprey, che considera un processo AR (1) .per i residui, tale
test rifiuta Uipotesi nulla. Quindi potrebbe esserci u n problema di correlazione
seriale.

b) Nel seguente output, il modello & stato trasformato con 'uso della stima
di Prais-Winsten. Le stime sono molto diverse rispetto a prima? Cosa ci indica
la statistica di Durbin-Watson?

prais y c
Iteration 0: rho = 0.0000
Iteration 1: rho = 0.1488
Iteration 2: rho = 0.1803
Iteration 3: rho = 0.1874
Iteration 4: rho = 0.1891
Iteration 5: rho = 0.1894
Iteration 6: rho = 0.1895
Iteration 7: rho = 0.1895
Iteration 8 rho = 0.1895
Iteration 9: rho = 0.1895
Prai s-Wnsten AR(1) regression -- iterated estimates
Sour ce | SS df M Nunmber of obs = 524
------------- Fom oo F( 1, 522) = 25.73
Mobdel | 6.56420242 1 6.56420242 Prob > F = 0.0000
Residual | 133.146932 522 .25507075 R- squar ed = 0.0470
------------- LR R LT Adj R-squared = 0.0452
Total | 139.711134 523 . 2671341 Root MSE = .50505
y | Coef . Std. Err. t P> t| [95% Conf. Interval]
_____________ e m e e e e e e e e e e e e e e e e mmmm e mmmmmmmmmmmm e =
c | . 3495857 . 068912 5.07 0.000 . 2142067 . 4849647
_cons | . 0049985 . 0272145 0.18 0. 854 -.0484649 . 0584619
_____________ e e e e e e e e e e e e e e e e e e e meemmmmmmeemmemmmmmmmmeeememmmmmmm--—— -
rho | . 1895324

Dur bi n-Wat son statistic (original) 1.702273
Dur bi n-Watson statistic (transformed) 2.007414

In questo caso, la stima é minore rispetto a quella ottenuta nel caso di uno
stimatore OLS. Notiamo che la procedura si basa sulla stima per iterazione del
coefficiente rho. La statistica di DW dopo la trasformazione é aumentata ed é
uguale a 2, cio dimostra che é stato risolto il problema di correlazione segnalato
precedentemente.



